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Tabela 1: Ordens de derivagao aplicaveis ao
modelo da Fig. 1 e seus nomes.

Ordem Nome / Simbolo Expressao

0 Posigao x(t) 4¢3

1 Velocidade v(t) =& 12¢>

2 Aceleragao a(t) = & 24t

3 Arroco j(t) = @ 24

4 Solicitacdo s(t) = 2 0

5 Crepagao c(t) = z® 0

6 Estalido p(t) = z(® 0

Nota: até ao arroco, inclusivé, estas ordens de deriva-
¢ao tém um interesse pratico. Contudo, o interesse das
outras acima é quase exclusivamente computacional.
Por exemplo, o arroco tem relevancia nos calculos de
conforto e durabilidade do equipamento.

Tabela 2: Exemplos de derivadas aplicdveis aos problemas da

disciplina.

Funcgao f(z) Derivada f'(x) Condigoes-Observagoes

c 0 ¢ constante

na n

z" nx" neR

Vo = z'/? ﬁ x>0

|| o x # 0; ndo derivavel em x =0
e’ e’

a® a®*lna a>0,a#1

Nota: conforme mencionado na aula, as derivadas permitem-nos calcular
outras grandezas sabendo qual é o modelo matematico do movimento.



Problema 1 — Forca constante em MRUA'

Um corpo de massa m = 100 g = 0,1 kg sofre uma forga horizontal constante F' = —15N.
Parte do repouso em xg = 100 m, o movimento é retilineo e sem atrito. Quando cruzard
x=0m?

1) Aceleragao (2.2 Lei de Newton).
=15 ) 2
= —150 m/s".

a=—=—
m 0,1

2) Equacgao horaria do MRUA (com vy = 0).
x(t) = o + vot + at? = 100+ 0 - ¢ + 3(—150)t* = 100 — 75¢%.

3) Instante do cruzamento = = 0.

0=100—752 =752 =100 = 2= - = |t =

Ol W~

s~ 1,155 s|

Sl

Problema 2 — Queda livre sem atrito (forga imediata-
mente antes do impacto)

Um corpo pequeno e denso, de massa m = 0,3 kg, cai desde y = 100m em queda livre,
sem atrito do ar. Qual € a for¢a imediatamente antes do impacto?

1) Forgas presentes.
Sem atrito do ar, actua apenas o peso: F' = mg (vertical para baixo).

2) Médulo imediatamente antes do impacto.

|F| =mg=03x981~294N]|

(Com y positivo para cima, F, ~ —2,94 N.)

Problema 3 — Aceleracao ao travar numa curva

Um carro de 1t entra numa curva a 140km /h e sai a 80 km/h. Como muda a aceleragio?
(admite raio R constante e travagem ao longo da curva)

1) Conversoes de unidades.

140000 / 80 000 /
v; = 140km/h = 3600 ~389m/s, vy =80km/h= 3600 /R 22,2m/s.
2) Componente normal (centripeta) em cada ponto da curva (R constante).
v? 38,92 99,22
p = & = Ap1 = —F—, an2 = .

R
Y . QAn2 2272 2
Ve lativa: - ( ) ~[0,33].
ariacao relativa o 389

3) Componente tangencial (travagem).
V2 — U1

At

movimento rectilineo uniformemente acelerado

V2 — 02
2 1
. Se conheceres o arco L: a¢meq = T

a; < 0. Média temporal: a;meq =

1



4) Aceleragao total (modulo).
|d] = /a2 + a? (aponta para o centro da curva e para tras).
Nota: a massa nao entra na aceleragao; entra nas forcas (aderéncia /a2 + a? < ug).

Problema 4 — Movimento paramétrico e decomposicao
da aceleracao

Uma particula move-se no plano com equagoes paramétricas (SIQ):
w(t) =3t —t2,  y(t) = 4t.

a) Determina a posi¢ao e o deslocamento entre t =0 e t = 2s.

b) Determina o vetor velocidade e a rapidez em t = 2s.

c¢) Determina o vetor aceleragdo e as componentes tangencial a; e normal a,, em t = 23
(indica também o raio de curvatura R).

Dados: z(t) = 3t — t?, y(t) = 4t.

a) Posicao e deslocamento entre t =0 e ¢t = 2s.

r(0) = (2(0),4(0)) = (0,0).

Deslocamento: Ar = r(2) —r(0) = (2,8). Mddulo: |Ar| = /22 + 8 = /68 ~ 8,246 m.

b) Velocidade e rapidez em t=2s.
T=3-2t, y=4=0(t) = —2t4

U(2) = (-1, 4), |v(2 |—\/ +42 V17 ~ 4,123 m/s.

c) Aceleragao e decomposicao a; e a, em t = 2s; raio de curvatura R.
Passo 1 — Aceleragao: & = —2, §j=0=d(t) = (-2, 0).

7 (—1,4)

o] V1T

Passo 3 — Componente tangencial a;:

a0 2,0)- (=1,4)  (=2)(=1)+0-4 2
w=i-o=20_ 220 (1LY (2D 04 ~ 0,485 m /s’

i VT V17 V7

Passo 4 — Componente normal a,,:

2 8
(i) por Pitagoras) |d| =2 = a, = /|d|? —a? = /4 — <\/LT7> = —— ~ 1,940 m/s”.

/_}X_‘ (% - x _10—4—2
(ii) equivalente) a,, = 17 > a] = [Vaty — vy sl — (=1) (=2) _

8
|71 |71 V1T VIT
|72 17 17V/17

Passo 5 — Raio de curvatura: R = — = = ~ 8,76 m.
Ay 8/ 17 8 /

(A normal aponta para o centro de curvatura nesse instante.)

Passo 2 — Versor tangencial: ¢, =

28ysteme international d’unités, sistema internacional de unidades.



Problema 5 — Curva circular a velocidade constante

Um automével descreve um arco de circulo de raio R = 80 m a rapidez constante v = 25m/s
(=~ 90km/h).

a) Calcula a aceleragdo normal a,,.

b) Para uma massa m = 1,2t, calcula a forga lateral (resultante) necessaria.

¢) Qual o coeficiente de atrito minimo fi,;, para nao derrapar?

a) Aceleragao normal.

)2 252 .
ay, = v = 7,8125 m/s2 ~ 0,80 g.

R SO

b) Forga lateral (resultante).
F, =ma, =1200 x 7,8125 = 9375 N = 9,375 kN.

c) Coeficiente de atrito minimo.
an,  7,8125

min — — ~ (0,796 |.
pnin =~ = o]

Problema 6 — Forcas tangencial e normal dependentes
do tempo

Uma particula de massa m = 2 kg move-se numa trajetoria curva. A componente tangencial
da forga é Fy(t) = 6 — 2t (N) e a normal (para o centro de curvatura) ¢ constante F,, = 20
(N). No instante t = 0 a rapidez é vy = 0.

a) Determina a,(t) e a,.

b) Determina a rapidez v(t) e indica quando o movimento acelera/retarda. Em que instante
a rapidez volta a zero?

c) Expressa o raio de curvatura R(t) e calcula R(2s).

a) Aceleragoes tangencial e normal.
Fi(t 6 — 2t
at(t) _ t( )

= =3—¢ (m/s?), a, = — = — =10 m/s".
m 2 (m/s7) m 2 ’

b) Rapidez v(t) e analise de sinais.

dv t2

%:a/t:?)—tév(t):f(B—t)(it:St—§+C.

Como v(0) =0 = C =0, logo | v(t) = 3t — % .
Acelera quando a; > 0 <t < 3s; retarda quando a; < 0 <t > 3s.

Zera novamente quando v(t) =0=t(3—- %) =0=1t=0ou [t =6s]

c) Raio de curvatura.
v(t)? (3t —£)° 42
R(t):l<) :( 2).Emt:2s:7)(2):6—2:4:>R(2):—:1,6m.
an, 10 10

Problema 7 — Tangente, deslocamento e rapidez média

Admite z(t) = 4t> (SI) e considera o instante ty = 5.



1. Em que instante a rapidez atinge v = 300 m/s?
2. Determina a equagao da recta tangente ao grafico z(t) no ponto t.

3. Calcula o deslocamento e a distancia percorrida entre t = 0 e t = 5s e a rapidez
média nesse intervalo.
Dados: z(t) = 413 = v(t) = © = 12t%.
1) Instante em que v = 300m/s.
1212 = 300 = > = 25 = [t = 55| (t > 0).
2) Equacao da tangente em t; = 5s.
z(5) =4-5>=500m, ov(5)=12-5% =300 m/s.
Tean(t) = 2(5) + v(5) (t — 5) =500 + 300 (t — 5) |2

3) Deslocamento, distancia e rapidez média em [0, 5].

Az = 2(5) — 2(0) = 500 — 0 = 500 m.

Como xz(t) é crescente em [0, 5], a distancia percorrida = Az = 500 m.
distancia 500 ,

Umed = = =100 m/s|.

At 5—0

Problema 8 — Aceleracao instantanea e média; forca e
poténcia

Com x(t) = 4t3 = v(t) = 12t*, a(t) = 24t:
1. Determina a aceleracao instantdnea em t = 5s e a média no intervalo [4, 6] s.

2. Para uma massa m = 2kg, determina a forga F(t) e a taxa de variagao da forga

F(t). Avalia em t = 5s.

3. Calcula a poténcia instantanea P(t) = F/(t)v(t) em t = 5s.
Dados: v(t) = 12t%, a(t) = 24t.
1) Aceleragao instantanea em t = 5 e média em [4, 6].
a(5) =24-5 =120 m/s*|.
v(6) —v(d)  12-62—12-42 432192

6-4 2 2
2) Forga e taxa de variagao da forga (massa m = 2kg).

. dF |
F(t) =ma(t) =224t =48t N,  F(t)= — =48 N/s.

Cdt
Emt=25 F(5)=48.5=[240 N|.

3) Poténcia instantinea em ¢ = 5.

P(t) = F(t)v(t) = P(5) = 240 x 300 = 7,2 x 10* W =[72 kW],

2
120 m/s”|.

Amed =

3Conforme mencionei nas aulas, esta ¢ a formula geral para a tangente de f(z) no ponto x = a:
y = f'(a)(x —a)+ f(a). A primeira derivada é o declive da reta.



Problema 9 — Descrigao v(z) e a(x) por eliminacao do
tempo

Partindo de z(t) = 4¢3
1. Isola t em funcdo de x: t = t(z).
2. Expressa v e a como fungoes de z, isto é, v(x) e a(x).
3. Avalia v(z) e a(z) em x = 500 m.

1) Eliminar o tempo: t = t(x).
A3 x\1/3
=41° =1 = (*) .
! i
2) Expressoes v(z) e a(x).
x\2/3 12
v(z) = 122 = 12(%) — =2,
4

aN1/3 9D A
a(z) = 24t = 24(2) 223

3) Avaliacao em z = 500 m.

500y /3 / ,
t= (T) =5s = v=12-52=[300m/s|, a=24-5=|120 m/s” |

Problema 10 — Especial: Antiderivada do arroco (obter
a(t) e v(t))

Uma particula move-se em linha curva com arroco (jerk) dado por
j(t)=6—2t (SI; j em m/s°).

Condicdes iniciais em ¢t = 0: a(0) = ag = 1m/s” e v(0) = vy = Om/s.
1. Determina a aceleracao a(t).
2. Determina a rapidez v(t).
3. O que acontece quando to = 0, ap = 1m/s* e vy = 0m/s.?

1) Aceleragao a(t) a partir do arroco j(t) = 6 — 2t.
Uma primitiva de 6 — 2t ¢ 6t — t*. Usando a condi¢ao a(ty) = ag, ajusta-se a constante
por diferenca entre antiderivadas em t e ty:

a(t) = ag+ [(6t —12) — (6ty — 12)] =| a(t) = ap + 6(t — to) — (* —2) | (m/s?).

2) Rapidez v(t) usando v(tg) = vp.
Uma primitiva de a(t) = ag + 6t — t* ¢ aot + 3t* — %t:j. Ajustando com tg:

v(t) = vy + [ao(t — to)] + [(Bt* — £t%) — (3t5 — 3t3)],

isto é,

v(t) =vo +ao(t —to) +3(t* — ) — 2 (> — t3) | (m/s).




3) Caso particular do enunciado: t, = 0, ag = 1m/s*, vy = 0m/s.

a(t) =1+ 6t —t?, o(t) =t + 3t — 1%,
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Figura 1: Exemplos graficos de representa¢ao do mesmo movimento (z(t),

velocidade: v(t)=12t2
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esquerda para a direita). A posicao da abscissa t = 5 s e a sua ordenada correspondente

estd marcada em todos os graficos.



