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A propoésito de K: do regime relativista ao regime classico, aproxi-
magao e limitagoes numéricas
Este texto tentara responder a duas perguntas feitas na aula acerca da compatibilidade

da abordagem newtoniana e relativista para determinar K. Quando dizemos que v < ¢,
estamos a afirmar que a razao £ é um nimero muito pequeno. Num calculo concreto, a

. , . ~ , . . . 2 . . .
expectativa fisica natural nao ¢ substituir directamente % por zero, mas sim inserir o

valor de v na expressao relativista completa e obter um valor de energia cinética que, para
velocidades baixas, coincida praticamente com o valor newtoniano:

1
Kcléssica (U) - §m,02 .

De facto, a Fisica garante-nos exactamente isso: para v < ¢, a expressao relativista de
K (v) aproxima-se muito da expressao classica.

Contudo, e isto é a parte que podera correr mal, se se fizer a conta num computador com
aritmética de virgula flutuante (por exemplo, em R com ntimeros double), poderia surgir
um fenémeno de cancelamento catastréfico.

Por exemplo, considere-se o caso particular
m = 2kg, v=10m/s, c=3x10°m/s,
a energia cinética classica é
Koot = gmv? =100 J,

e a expressao relativista



deveria dar, com grande precisao, o mesmo valor! No entanto, em R com aritmética
double, a avaliagao directa desta expressao pode produzir um resultado cerca de 119,9 J!
Isto nao é um erro de Fisica, mas sim um erro numérico — um erro computacional: a
quantidade v — 1 ¢é extremamente pequena, e na forma
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esta escondida como uma diferenca entre dois nimeros quase iguais, ambos muito perto

de 1. Subtrair niimeros quase iguais destréi muitos digitos significativos na representagao

em virgula flutuante; é precisamente isto que se chama cancelamento catastréfico. O

erro relativo em v — 1 é depois amplificado por ¢? quando calculamos K (v).

Outra vez, este problema é numeérico, nao fisico, pois se repetirmos a mesma conta com
computagao aritmética de alta exactidao (por exemplo, usando o pacote Rmpfr em R),
obtemos de novo um valor de K praticamente igual aos 100 J classicos, mesmo usando
exactamente a mesma expressao relativista. Um exemplo de cédigo em R é:

library(Rmpfr)
m <- 2

v <- 10

c <- 3e8

## Calculo com double (precisdo padrdo do R)
K_double <- (2 * c~2) * ((1/sqrt(1 - (v/c)~2)) - 1)
K_double

## Calculo com alta precisdo (Rmpfr)
prec <- 200 # bits de precisdo

m_mp <- mpfr(m, precBits = prec)
v_mp <- mpfr(v, precBits = prec)
c_mp <- mpfr(c, precBits = prec)

K_mpfr <- (2 * c_mp~2) * ((1/sqrt(1l - (v_mp/c_mp)~2)) - 1)
K_mpfr
asNumeric (K_mpfr)

Com precisao aumentada, o resultado é algo como
Knpee = 100,000000000000083 ... J,

ou seja, 100 J dentro de um erro completamente desprezavel para qualquer aplicacao fisica
realista. Assim, a expressao relativista por si sd ja contém o limite classico correcto; o
problema, neste exemplo concreto, reside apenas na forma como a subtraccao é feita com
precisao finita em virgula flutuante.



E para fechar o assunto: aproximacgao analitica para v < ¢

Para compreender de forma geral por que razao a energia cinética relativista se reduz a
expressao cléssica quando v < ¢, e para obter a forma explicita das correcgoes relativistas,
introduzimos o parametro adimensional
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A expressao de vy torna-se entao

_ 1 _ 1 _ _ p2\—1/2
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A condigao de velocidade baixa escreve-se simplesmente como |f| < 1. Em vez de substituir
3 por zero (o que anularia toda a dependéncia em v), aproximamos a funcao (1 — 52)~%/2
por uma série em poténcias de 5, usando a férmula binomial generalizada:

(@—1) 5 ale—1)(@=2) 4
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valida para |z| < 1. No nosso caso,
(1-)""2=1+2)* com z=-3 a=—-2.

Substituindo,
-1

e calculando os primeiros coeficientes:
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Portanto, até a ordem 3%,
2\—1/2 1o, 3a
v(v) = (1 = B%) ~1+ 5—1-85 +e

e, consequentemente,



donde
K@) = (7(0) — 1) me® ~ Gﬁ? + 254 . ) e

Reescrevendo em funcao de v e ¢ (isto &, § = v/c),
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O primeiro termo é exactamente a energia cinética classica de Newton,

1
2
Kcléssica - §m1} ’

e os termos seguintes sao correcgoes relativistas cada vez mais pequenas, proporcionais a
poténcias superiores de 7. Nao existe um limiar fisico abrupto entre «regime classico» e
«regime relativista»; o que existe é uma aproximacao cujo erro relativo diminui & medida que
|3| se torna mais pequeno. Para velocidades correntes em problemas de Mecénica classica,
2 € tao pequeno que o termo %mzﬂ domina completamente e as correcgoes relativistas sao
desprezaveis, quer do ponto de vista fisico, quer do ponto de vista numérico.

Problema 1 — Energia cinética relativista vs. classica
Um protao de massa de repouso m = 1,67 x 10727 kg é acelerado num acelerador linear
até atingir a rapidez v = 0,75¢, onde ¢ = 3,0 x 10®m/s ¢ a rapidez da luz no vécuo.

a) Calcula a energia cinética relativista K, do protao quando atinge a rapidez v = 0,75¢,
usando

b) Calcula a energia cinética classica correspondente, usando K, = %mv )
¢) Compara os dois resultados, determinando:

o quociente Ko/ Kass;

o erro relativo da expressao classica, em percentagem, quando aplicada a esta rapidez.

Indica todas as respostas em joule (J), com trés algarismos significativos.

Resposta:
Dados: m = 1,67 x 1072 kg, ¢ = 3,0 x 108m/s, v = 0,75c.

a) Energia cinética relativista

Primeiro calculamos o factor de Lorentz:
1 1 1 1

T /T (e /1072 I1-05625 /04375
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~ 1,5119.




A energia cinética relativista é:

K = (v — 1)mc?.

Calculamos mc?:

me® = (1,67 x 107°7) (3,0 x 108)2 = 1,67 x 10727 x 9,0 x 10 = 1,503 x 1071°J.

Logo:

Ko = (1,5119 — 1) x 1,503 x 107*° =~ 0,5119 x 1,503 x 1071 ~ 7,69 x 10~ J.

b) Energia cinética classica

1 1 1 1
Kass = §m02 =5m (0,75¢)* = 3 (0,75%¢%) = 3 X 0,5625 mc? = 0,28125 mc?.

Usando mc? = 1,503 x 10710 J:

Klass ~ 0,28125 x 1,503 x 10710 ~ 4,23 x 1071 J.

c¢) Comparagao

Quociente:
K 7,69 1071

Koas 4,23 x 1071

~ 1,82.

Erro relativo da expressao classica (tomando a relativista como referéncia):

Kre - Kc ass 7769 - 4723
erro = — A8 o (0% A 27

100% =~ 45,1%.
Krel 7769 . % 7 %

Resposta (3 algarismos significativos): K¢ =~ 7,69 % 1071 ), Kaass ~ 4,23%x1071 ],
Krel

~ 1,82, erro relativo ~ 45,1%.
Kclass




Problema 2 — Regressao linear vs. correlacao

Uma bitloga mede a massa corporal média (y) de um grupo de girinos em vérios tanques
com &agua a diferentes temperaturas (x). Ela suspeita que a temperatura da adgua possa
influenciar a massa média dos girinos.

Noutro estudo, um biélogo mede, em varios charcos, o nimero de espécies de anfibios
(A) e a area do charco (B), sem pressupor que uma destas grandezas «cause» a outra,
querendo apenas saber se existe associacao entre elas.

Com base nesta descricao: indica para cada estudo se se deve usar uma analise de regressao
linear ou uma anélise de correlagao; identifica (quando fizer sentido) a variavel independente
e a variavel dependente; e escreve, em cada caso, a hipotese nula Hy apropriada (m = 0
ou r = 0), justificando brevemente.

Resposta:
Primeiro estudo (girinos e temperatura):

Ha uma suspeita de causalidade (a temperatura influencia a massa média). Faz sentido
escolher uma variavel independente e uma dependente.

Método: regressao linear.
Variavel independente: z = temperatura da agua.
Variavel dependente: y = massa corporal média dos girinos.

Hipoétese nula:
Hy: m=0

onde m ¢ o declive da recta de regressao. Isto corresponde a dizer que nao ha relagao
linear entre a temperatura e a massa (a recta ¢ horizontal).

Segundo estudo (nimero de espécies vs. area do charco):

O investigador nao pretende atribuir causalidade, apenas verificar se as duas grandezas
variam conjuntamente.

Método: correlagao (por exemplo, coeficiente de correlagao de Pearson).

Nao se distingue aqui variavel independente e dependente: A e B sao apenas duas
variaveis em analise conjunta.

Hipotese nula:
Hy: r=0

onde 7 é o coeficiente de correlagao. Isto significa auséncia de correlacao linear entre area
do charco e niimero de espécies de anfibios.



Problema 3 — Trabalho de uma forca obliqua

Uma pessoa, ao limpar a sala de estar, puxa o aspirador aplicando uma forca de 45 N. O
tubo do aspirador, através do qual a forca é aplicada, faz um angulo de 35° com o tapete.
O aspirador ¢é deslocado 2,8 m para a direita.

Qual foi o trabalho realizado pela forca aplicada pela pessoa?

Resposta:

O trabalho realizado por uma forga constante que faz um angulo ¢ com o deslocamento d é
W = Fd cos#,

onde F' é a intensidade da forca.
Dados: FF=45N, d =2,8m, 6§ = 35°.

Substituindo:
W =45 x 2,8 x cos 35°.

Calculamos cos 35° ~ 0,819:

W a~ 45 x 2,8 x 0,819 ~ 103J (3 algarismos significativos).

Resposta: W ~ 1,03 x 102 J.



Problema 4 — Trabalho contra a gravidade e desloca-
mento horizontal

Uma pessoa levanta um calhau de massa m até uma altura h acima do solo e depois
caminha uma distancia horizontal d mantendo o calhau sempre & mesma altura h.

Qual é o trabalho realizado:
a) pela pessoa (na direcgao vertical e na direc¢ao horizontal)?
b) pela forga gravitica?

Justifica cuidadosamente as respostas.

Resposta:

a) Trabalho realizado pela pessoa

Subida vertical: para levantar o calhau a uma altura h com velocidade final nula, a
pessoa tem de aplicar, em média, uma for¢a para cima de modulo igual ao peso mg. O
deslocamento é vertical para cima, de médulo h, na mesma direccao e sentido da forca.

O trabalho na subida é:

I/Vpessoa7 vert — Fh= (mg) h = mgh

Deslocamento horizontal: ao caminhar com o calhau & altura constante h, admitimos que:
nao ha varia¢do de energia cinética do calhau (velocidade constante);

a forga exercida pela pessoa sobre o calhau é vertical (para o segurar), enquanto o
deslocamento é horizontal.

Logo, o angulo entre forga (vertical) e deslocamento (horizontal) é 90°, pelo que

V[/pessoa7 horiz = I d cos 90° = 0.

b) Trabalho da forga gravitica
A forga gravitica (peso) é vertical e para baixo, de modulo mg.

Na subida: o deslocamento é vertical para cima, de moédulo h, mas oposto ao peso. O
trabalho da gravidade é:
Wearay = —mgh.

No deslocamento horizontal: a gravidade é vertical, o deslocamento é horizontal, angulo
90°, pelo que
Wgrav, horiz — 0.

Resumo:

Wiessoa = mgh (vertical), 0 (horizontal); Wayravidade = —mgh (vertical), 0 (horizontal).



Problema 5 — Energia num sistema bloco-mola sem
atrito

Um bloco de 0,40 kg esté ligado a uma mola horizontal num carrinho de ar, sobre uma
superficie sem atrito. A partir da posigao de equilibrio, o bloco é puxado 0,060 m para
a direita. Nessa posigao, a mola exerce sobre o bloco uma for¢a F,, = —9,0N (para a
esquerda), que pode ser descrita por

F, =—ku.
a) Determina a constante da mola k.

b) Calcula a rapidez do bloco ao passar pela posigao de equilibrio depois de ser largado a

partir do repouso nessa posicao deslocada. Fq = %kaﬁ ¢ a energia potencial elastica da

mola para uma deformacao = em relacao a posicao de equilibrio. Num sistema sem atrito,
ao passar pela posicao de equilibrio, essa energia transformou-se inteiramente em energia
cinética, pelo que K = %kﬁ e Fq =0.

Resposta:

a) Constante da mola

Pela lei de Hooke:
F,, = —kux.

Na posicao deslocada:
F,=-90N, z=+0,060m.

Entao: 9.0
—9.0 = —k(0,( k=-—"—=150N/m.
9,0 (0,060) = 0.060 50 N/m

b) Rapidez ao passar pela posi¢ao de equilibrio

Na posicao de maior deformacao, toda a energia mecanica estd na forma de energia
potencial elastica:

1
o2
Einicial - Eel = —ka”.
2
Ao passar pelo equilibrio, x = 0, a energia é puramente cinética:

1
Eﬁnal =K = i’fn/L’Q.

Conservacao da energia mecanica:
1 1 ( k
—kr? = —mv® = krt=m® = v=x/—.
2 2 m

150
0,40

Substituindo:

v = 0,060 = 0,060 v/375 ~ 0,060 x 19,4 ~ 1,16 m /.

Resposta: £ = 150N/m, v ~ 1,16 m/s.



Problema 6 — Teorema trabalho-energia (forga cons-
tante)

Um carrinho de laboratério de massa 1,8 kg encontra-se inicialmente em repouso sobre
uma pista horizontal. Um aluno aplica ao carrinho uma forca constante na direccao do
movimento, fazendo com que ele se desloque 2,5m. O trabalho total realizado sobre o
carrinho durante esse deslocamento é 15 J.

Usando o teorema trabalho-energia (o trabalho total realizado sobre um corpo é igual a
variagdo da sua energia cinética), determina a rapidez do carrinho no fim dos 2,5m de
deslocamento.

Resposta:
Dados: m = 1,8kg, Wioa = 15 J, velocidade inicial v; = 0.
Teorema trabalho-energia:

VVtot'(Ll =AK = Kf — [(,

Como o carrinho parte do repouso, K; = 0. Logo:

L

2x 15 30
15 = —mv ;= L? = —
9" ,

— =~ 16,7.
1,8 1,8

vy R /16,7~ 4,08m/s.

Resposta: vy ~ 4,08m/s.
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Problema 7 — Perda de energia cinética por friccao

Um bloco de 1,8 kg desliza sobre uma mesa horizontal. Entra numa regiao rugosa onde
passa a estar sujeito apenas a uma forca de friccao cinética de intensidade constante
f =2,5N, oposta ao movimento. No instante em que entra na regiao rugosa, a sua rapidez
¢ v; =3,6m/s.

Admitindo que, nesse trecho, a tnica for¢ca com componente na direc¢ao do movimento é a
forca de friccao, usa a relagao
AK=—fs

para determinar a distancia s que o bloco percorre desde que entra na regiao rugosa até
parar completamente.

Resposta:
Dados: m = 1,8kg, v; = 3,6 m/s, vy =0, f =2,5N.

Energia cinética inicial:
1 1
K; = —mv? == x 1,8 x 3,6%.
K3 2 7 2 ) Y

Calculamos:
3,62=12,96, K;=009x 12,96~ 11,7J.

No fim do movimento, o bloco para, logo K, = 0. A variacao da energia cinética é:
) 9 S /

Pela relagao dada:

K;
AK =—-fs = —-K,=—-fs = 527.
11
5~ 77%467111
25

Resposta: s ~ 4,67m.

11



Problema 8 — Poténcia e energia em aparelhos eléctricos

Uma lampada incandescente tem a poténcia de 60 W.

Explica, com uma frase, o que significa, em termos de poténcia, dizer que a lampada ¢é de
60 W.

Calcula o trabalho (energia transformada) pela lampada se ficar acesa durante 2,0 h.

a) Comega por escrever a expressao da poténcia instantanea: P = TR Admitindo que a
W

poténcia é constante, reescreve-a como P = e

b) A partir dessa expressao, obtém uma férmula para o trabalho W em funcéo de P e t.

c) Usa P=60W et =20h (nao te esquegas de converter para segundos) para calcular W
em joule (J). Escreve o resultado anterior em quilowatt-hora (kWh).

d) Indica, justificando, qual das seguintes grandezas é unidade de poténcia e qual é unidade
de energia:

1) W
2) kWh
e) Um secador de cabelo tem poténcia de 1,8 kW e funciona durante 8,0 min.
1) Calcula a energia transformada pelo secador em joule (J).
2) Calcula a mesma energia em kWh.

Apresenta todos os resultados com trés algarismos significativos.

Resposta:

Significado de 60 W: a lampada transforma energia a uma taxa de 60 J por segundo
(poténcia é energia por unidade de tempo).

a) Poténcia instantanea:

dWw
P=—.
dt
Se P é constante, a energia transformada em um intervalo de tempo ¢ é:
w
W=Pt & P= -

b) Ja obtido: W = Pt.
c) Lampada de 60 W durante 2,0 h.

Converter o tempo para segundos:

t=2,0h =20 x3600s = 7200s.

Energia em joule:

W =Pt =060 x 7200 = 432000 J = 4,32 x 10° J.

12



Para converter em kWh, usamos:

1kWh = (1000 W) x (3600s) = 3,6 x 10° J.

Logo:
4,32 x 10°
= ~0,120kWh.
3,6 x 106 0,120 kW
d)
W (watt) é unidade de poténcia (J/s).
kWh (quilowatt-hora) é unidade de energia, pois corresponde a poténcia X tempo.

e) Secador de cabelo: P = 1,8kW = 1800 W, ¢ = 8,0 min.

Converter o tempo:
t = 8,0min = 8,0 x 60s = 480s.

Energia em J:
W = Pt = 1800 x 480 = 864000 J = 8,64 x 10° J.

Em kWh: 8.0
P=18kW, t= &h ~ 0,133 h.

W =18 x 0,133 ~ 0,240 kKWh.
Respostas (3 algarismos):
Wiampada = 4,32 x 10° J ~ 0,120 kWh,

Weecador = 8,64 x 10° J ~ 0,240 kWh.

13



Problema 9 — Recuo de uma maquina de disparo

Uma méquina dispara bolas com uma massa de 0,20 kg a uma velocidade de 302m/s. Se
a maquina tiver uma massa de 40 kg, qual seré a velocidade de recuo da maquina apoés
disparar uma bola, considerando que a maquina podera deslizar sem atrito na superficie
onde esta?

Resposta:

Ideia-chave: Se nao ha forgas externas horizontais, o momento linear total na direc¢ao
horizontal conserva-se.

Antes do disparo:
bola em repouso: phola, i = 6;
maquina em repouso: Pmaq, i = 0.
Logo, o momento total inicial é: B
]iot,i =0.
Depois do disparo:
bola: massa m = 0,20 kg, velocidade v, = 302 m/s;
méaquina: massa M = 40kg, velocidade vy, = vy 2 (desconhecida).

Os momentos sao:
Py = mu, = 0,20 x 302 = 6,02 kg-m/s,

Py = My = 400y, 3.

Conservacao do momento linear:

ﬁtot,f:ﬁtot,i:( = ﬁb +ﬁM :6.
Na direccao de 2:

6,0
40

6,0 + 400y =0 = vy =-— = —0,15 IIl/S.

O sinal negativo indica que a maquina recua no sentido oposto ao disparo da bola.

Resposta: a velocidade de recuo é

Uy = —0,152m/s.
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Problema 10 — Impulso e forca média numa colisao

Um automoével de 1.300kg colide com uma parede. As velocidades inicial e final do
automovel foram ; = —18,02m/s e Uy = 1,202m/s. Se a colisao tiver durado 0,180, qual
foi o impulso causado pela colisao e qual a forga média exercida no automovel?

Resposta:
Dados: m = 1300kg; ¢; = —18,02m/s; vy = 1,202m/s; At = 0,180s.

Impulso J ¢é a variagao do momento linear:

-

J = Ap = muv; —mv; = m(U; — 0;).

Calculamos vy — #j:

Ty — 0 = 1,204 — (—18,08) = (1,20 4+ 18,0)3 = 19,24 m/s.

Logo:

—

J =1300 x 19,27 = 24960 2 kg-m /s.

Em notacao cientifica:
J ~ 2,50 x 10*7 N-s.

Forca média F¢qia:

Relacao impulso—forca média:

. : J
J = Freaindt = Fhedia = -
¢ dia = At
a 24960 A A
media = G785 i~ 138667%iN ~ 1,39 x 10°Z N.

Respostas (3 algarismos):

J 2250 x 10°iNs,  Fieain ~ 1,39 x 10° 3 N.
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Problema 11 — Dois blocos e mola em colisao

Um bloco de massa m; = 1,50 kg move-se para a direita com uma rapidez vy; = 3,80m/s
numa pista horizontal sem atrito. Este bloco colide com uma mola ligada a outro bloco
com massa my = 2,40 kg que se movia para a esquerda com uma velocidade vy; = 2,00 m/s.
A mola tem uma constante k£ = 500 N /m.

a) No instante em que m; se move com uma rapidez de 2,00 m/s para a direita, qual é a
rapidez de msy e em que sentido se move?

b) Que distancia foi a mola comprimida nesse momento?

Resposta:
Convencgao: eixo x horizontal, sentido positivo para a direita.

Dados:
mi = 1,50ke, wvy; = +3,80m/s,

me = 2,40kg, vy, = —2,00m/s,
k = 500N /m.

No instante considerado, a rapidez de m; é v; = +2,00m/s; a velocidade de my é v (a
determinar) e a mola esta comprimida de uma quantidade x.

a) Velocidade de m; nesse instante
Como nao ha forcas externas horizontais, o momento linear total em x conserva-se.

Momento inicial:

Pinicial = M1V1; + movo; = 1/50 X 3780 + 2740 X (_2700)

1,50 x 3,80 = 5,70, 2,40 x (—2,00) = —4,80.
Dinicial = 9,70 — 4,80 = 0,90 kg-m//s.
No instante em questao:
Phinal = M1U1 + Move = 1,50 x 2,00 + 2,40v5.
Pinal = 3,00 + 2,4005.
Conservacao do momento:

Pfinal = Pinicial = 3,00 + 27401)2 = 0/90

~2.10

2,400, = 0,90 — 3,00 = —2,1 =0
400, = 0,90 — 3,00 10 = w=—n

~ —0,875m/s.

O sinal negativo indica que my se move para a esquerda. A rapidez é

|vg| =~ 0,875 m/s.

16



b) Compressao da mola nesse instante

Conserva-se também a energia mecanica total (sem atrito):

E:K1+K2+Eel.

Antes do contacto (mola ndo comprimida, energia elastica nula):

1 1
2 2
Einicial = §mlvu + §m202i'

1 1
§mlvi- =5 X 1,50 x 3,802 = 0,75 x 14,44 ~ 10,8 J,
1 2 1 2

523, = 5 X 2,40 X 2,00% = 1,20 x 4,00 = 4,80.J.

Einicial ~ 10,8 -+ 4,80 = 15,6 J.

No instante considerado:

1 1
Eﬁnal = §m1’uf + 57722’05 + 5]4].%’2

1 1
imlvf =5 X 1,50 x 2,00% = 0,75 x 4,00 = 3,00 J.

1 1
§m2u§ =5 X 2,40 (0,875)% = 1,20 x 0,766 ~ 0,919 J.

1 1
Ffinal = 3,00 + 0,919 + EW ~ 3,92 + 5 X 500 22

Conservagao da energia:

Einicial - Eﬁnal = 15,6 ~ 3,92 + 250I2

11,7
2502% ~ 15,6 — 3,92 =117 = a’~ ﬁ ~ 0,0468.

r ~ 4/0,0468 ~ 0,216 m.

Respostas:
ve & —0,875m/s (para a esquerda), z ~ 0,216 m.
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Problema 12 — Explosao de um foguetao: conservagao
do momento linear

Um foguetao de massa M desloca-se verticalmente para cima com uma rapidez de 320 m/s.
Quando chega a uma altitude de 1.200 m explode em trés fragmentos e o seu motor deixa

de funcionar. As forgas explosivas sao internas ao sistema. Os fragmentos tém todos a
mesma massa: M /3.

O fragmento I continua em ascensao vertical com uma rapidez de 460 m/s; o fragmento I
desloca-se horizontalmente para Este com uma rapidez de 260 m/s; e o fragmento III tem
uma velocidade desconhecida.

a) Qual é o vector velocidade do fragmento III imediatamente a seguir a explosao? (Indica
os componentes vertical e horizontal.)

b) Qual é a rapidez do fragmento 11T imediatamente a seguir a explosao?

¢) Qual é a posi¢ao do centro de massa do sistema em relagao ao chao 3,0s apos a explosao?
(Admite que, depois da explosdo, apenas a gravidade actua sobre os fragmentos.)

Resposta:
Adoptamos um referencial cartesiano com:

eixo z: horizontal, positivo para Este (%);

eixo y: vertical, positivo para cima (3).
Velocidade do foguetao antes da explosao:

o =024 3207m/s.

a) Vector velocidade do fragmento III
Antes da explosao, o momento total é:
ﬁ;nicial - A[UO

Depois da explosao, cada fragmento tem massa M /3. Se v, v, U3 forem as velocidades
dos fragmentos I, IT e III, entao:

B M. M. M.

Pfinal = 5 V1 + — Uy + — V3.

3 3 3

Como as forgas explosivas sao internas, o momento total conserva-se:
Pfinal = Pinicial = ?(LH -+ Uy + 1/'3) = A’JUO.

Dividindo por M/3:
171 + ’172 + 173 = 3(70

As velocidades dadas:

U1 =024460j, ¥, =260%+07, ¥ =0%+3203.
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Entao:
U1 + Uy + U3 = 3(02 4+ 320 7) = 0% + 960 3.

Separando componentes:

Componente em 2:

(0+260+vs,) =0 = w3, =—260m/s.

Componente em j:

(460 + 0+ v3,) =960 = w3, =500m/s.

Logo:
U3 = —260% + 500 jm/s.

b) Rapidez do fragmento III

A rapidez é o médulo do vector velocidade:

vs = \Jv2, + 12, = /(—260)2 + 5002 = /67600 + 250 000 = v/317 600 ~ 564 ms.

c) Posicao do centro de massa apés 3,0 s

Apos a explosdo, s6 actua a gravidade (forga externa vertical). O movimento do centro de
massa € o mesmo que teria o foguetao de massa M se nao tivesse explodido: movimento
rectilineo vertical sob aceleragao constante g.

Dados no instante da explosao (¢ = 0):
Yo =1200m, wv, =320m/s, a,=—g~ —9.8 m/SQ.
Equagao da posicao vertical do centro de massa ao fim de ¢t = 3,0s:

1 2
yCM<t) = Yo -+ Uy(]t — Egt .

1 2
yem(3,0) = 1200 +320 x 3,0 — 5 x 9.8 x (3,0)"
1
320 X 3,0 =960, (3.0)°=9, x98x9=49x9=441.

yon (3,0) = 1200 + 960 — 44,1 = 2115,9 m.

Horizontalmente, nao ha forcas externas; a posicao inicial do centro de massa em x é
zo = 0 e a velocidade horizontal do conjunto é nula, logo zcnm(t) = 0.

Posicao do CM em vector:

Fem(3,0) = 02 + 2,12 x 10° jm (aproximadamente).
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Resumos:
U3 = —260% + 5007 m/s, w3~ 5,64 x 102 m/s,

Fem(3,0) = 02 +2,12 x 10° jm.
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Problema 13 — Foguetao e equacao do foguetao

Um foguetdo no espago tem uma rapidez inicial de vy = 2,8 x 10°m/s em relagiao a
Terra. Com os motores ligados, o foguetao ejecta combustivel com uma rapidez de
ve = 4,5 x 10° m/s na direccao oposta & do movimento do foguetao (rapidez de ejec¢io em
relagdo ao foguetao).

a) Qual é a rapidez do foguetao em relagao a Terra quando a sua massa for um tergo da sua
massa inicial? (Sugestao: admite que nao ha forcas externas relevantes e usa a forma
apropriada da equagao do foguetdo.)

b) Qual sera o seu empuxo se queimar combustivel com uma taxa de 45kg/s?

Resposta:
a) Rapidez final usando a equacao do foguetao
Sem forgas externas, a equagao (de Tsiolkovski) é:

mg
Av = v, In —,
m

onde:
v, ¢ a rapidez de ejecgao (em relagdo ao foguetao);
mgo € a massa inicial;
m ¢ a massa final.

. , )
Diz-se que a massa final é m = 3 Logo:

myo
m0/3

Av =v.1n = v, 1n 3.

A rapidez final em relacao a Terra é:

vy = vy + Av = vy + v, In 3.

Substituindo:
vy = 2,8 x 10° + 4,5 x 10°In 3.

In3 ~ 1,10, logo:
Av ~4,5x 10° x 1,10 ~ 4,94 x 10°m/s.
vp 2,8 X 10° +4,94 x 10° ~ 7,74 x 10° m/s.

b) Empuxo do foguetao

O empuxo F' é dado por:
F = mve:

onde 7 é a taxa de varia¢do da massa de combustivel (modulo, em kg/s) e v, a rapidez de
ejeccao.
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m = 45kg/s, v, =45 x 10°m/s.

F =45 % 4,5 x 10° = 202500 N = 2,03 x 10° N.
Respostas (3 algarismos):

vp = 7,74 x 10°m/s, F a 2,03 x 10°N.

22



