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Instrucoes

Lé com atencao, responde com rigor e apresenta todas as etapas de raciocinio. Quando

aplicavel, usa unidades SI. Este teste estd cotado para 220 O teste devera ser entregue dia

100
12/01/2026 durante a aula.
Em todos os problemas, justifica com equacoes e unidades.

Considera que os acontecimentos dos Problemas 1 a 5 ocorrem sequencialmente no tempo
(a nave é sempre a mesma).

Quando necessario, despreza efeitos relativistas, rotagao dos corpos e atrito.

Nos Problemas 4 e 5, usa o modelo de trajectoria rectilinea uniforme (MRU) no referencial
heliocéntrico.

Nave espacial CST-Astra
A nave espacial CST-Astra tem:
Msoca = 12.000kg,  Meombo = 8.000kg,  mg = 20.000 ke.

No Problema 2, supoe-se que a massa da nave é aproximadamente constante durante a
manobra.



Dados

Parametro gravitacional da Terra g = 3,986 x 104 m? /s

Raio médio da Terra R = 6,371 x 10°m

Altitude da orbita inicial h =200 x 103m

1 unidade astronémica 1 UA = 1,496 x 10® km

Raio médio da orbita de Plutao  Rp = 39,5 UA

Ano ano = 365,25 dias
Problemas

1. Velocidade de fuga (a partir de orbita circular). (20 pts.)

Introducao

A interacgao gravitica entre um corpo de massa m (a nave) e a Terra (massa Mg)
pode ser descrita usando o parametro gravitacional:

pe = GMsg,
onde G é a constante gravitica. Neste teste, ug é dado.

A energia mecéanica (por unidade de massa) de um corpo num campo gravitico
(desprezando atritos) é:
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onde r é a distancia ao centro da Terra.

Diz-se que um corpo escapa ao campo gravitico (trajetéria de fuga) quando, no
infinito, a velocidade pode tender para 0 e a energia mecéanica total é nula:

e=0.

Ao impor € = 0, obtém-se a velocidade de fuga num raio r:

[ 2pe
Vfuga = T

Para uma orbita circular de raio r, a forca gravitica fornece a aceleracao centripeta:

2

v He He
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Nota 1til: como vgyg, = V2 Ugrp (n0 mesmo 7), entao:

Av = Ufuga, — Vorb = Uorb(\/§ - 1)

A nave encontra-se inicialmente em orbita circular em torno da Terra, a altitude

h = 200 km.



a) Calcula o raio orbital r = Rg + h. (5 pts.)

b) Calcula a velocidade orbital circular v, = /e /7. (5 pts.)

c¢) Calcula a velocidade de fuga no mesmo raio, vgygs = \/2/a /7. (5 pts.)
d)

Determina o incremento minimo de velocidade necessario para passar de érbita
circular para trajectoria de fuga: (5 pts.)

Av = Vfuga — Vorb-

Resposta:
a)r=Rg+h=0371x10°m + 2,00 x 10°m = 6,571 x 10° m.

b)
¢ 3,986 x 101 m3/s? ‘
Vorb = fo _ \/ S m?/s =779 x 10° m/s =~ 7,79 km/s.
\

6,571 x 105 m

200
Vyga = % = V2 0o ~ 1,414 x 7,79 km/s ~ 11,0 km/s.

d)
AV = Ugyga — Uop & 11,0km /s — 7,79km /s = 3,23 km/s.

. Empuxo (forga de propulsao), impulso e poténcia média. (20 pts.)

Introducao

A segunda lei de Newton diz que a forca resultante produz aceleracgao:

S F = mi
Neste problema, modela-se o empuxo do motor como uma forga constante (ou aproxi-
madamente constante) durante um intervalo At.

Em movimento rectilineo (ou ao longo da direcgao da velocidade), a aceleragao média
pode ser calculada por:

_Av

G—E.

O impulso de uma forca constante é definido por:
J = FAt,
e esté ligado a variacao do momento linear:
J=Ap=mAv (se m for aproximadamente constante).

Esta relagao ¢ muito tutil para ligar o tempo de actuagao do motor ao incremento de
velocidade.



A energia cinética de um corpo de massa m e rapidez v é:

1
K = —mv?.
2

Logo, a variacao de energia cinética entre duas rapidez é:

1
AK = §m(vj2c — 7).

A poténcia média associada a uma transferéncia de energia num intervalo At é:

_AE
At

Neste problema, a energia considerada é a variacao de energia cinética.

P

Para obter o Av do Problema 1, o motor funciona durante At = 200s, com empuxo
aproximadamente constante. Supoe m ~ m, durante esta manobra.

a) Calcula a aceleragdo média a = Av/At. (5 pts.)

b) Calcula o empuxo médio F' = ma. (5 pts.)

c¢) Calcula o impulso mecanico J = FAt e confirma que J = mAv. (5 pts.)
)

d) Calcula a variagao de energia cinética da nave: (5 pts.)

vfuga orb

1
AK:—m( 2 P ),
2
¢ a poténcia média P = AK/At.

Resposta:

Do Problema 1: Av = 3,23 x 10° m/s, v, ~ 7,79 X 103 m/s, vpyga =~ 1,10 x 10*m/s, e
m = 20.000 kg.

a)

Av 323 x10°m/s
At 200's

a = 16,1m/s%.

b)
F = ma = (20.000kg)(16,1m/s?) = 3,23 x 10° N ~ 323 kN.

c)
J = FAt ~ (3,23 x 10°N)(200s) = 6,46 x 10" N's.

E:
mAv = (20.000kg)(3,23 x 10°m/s) = 6,46 x 10" N's.
d)
1 ‘

AK = 3™ (Ufuga — V) -
Como v, = 24 /1 € V3, = jig /T, entao

2 2 _HMe _ o

bfuga Uorb r Uorb-
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Logo,

I 1 ; ( ,
AK = §m'vjrb ~ 5(20.000kg) (7,79 x 10°m/s)* ~ 6,07 x 10" J.
AK 6,07 x101] :
p=2n 20X — 3,04 x 10°W ~ 3,0 GW.
At 200

3. Rota para intersectar uma estagao espacial com trajectoéria linear y = mx + b
(MRU em 2D). (20 pts.)

Introducao
O movimento rectilineo uniforme (MRU) em cada eixo ¢ descrito por:
x(t) = xo + vy, y(t) = yo + vyt.

Pode-se tratar o movimento em 2D como dois MRU independentes: um em x e outro
em .

Uma trajectoria dada por uma recta y = mx + b significa que, para cada posigao x, a
coordenada y é calculada por essa rela¢do. Se conhecermos z(t), entao:

y(t) =ma(t) +b.

Para uma nave que sai da origem e vai a um ponto (z,y) em linha recta, a distancia

é:
d= /2% + 12
Se a nave quiser chegar exactamente nesse ponto ao fim de um tempo t,, entao a

rapidez necessaria é:

d

t,

Unec =

O angulo da trajectoria com o eixo x resulta de trigonometria:

tanf = ¥ = = arctan<y> .
T T

Num referencial inercial 2D, no instante ¢ = 0:

Tnave(0) = (0,0) km.

A estacao espacial move-se ao longo da recta
y =mx + b, m = 0,50, b = 2.000 km,
no sentido de x crescente, com
xp(t) = xo + vyt, 2o = 1.000 km, vy = 2,0km/s.

A nave pretende encontrar a estacao ao fim de t, = 600s, seguindo em linha recta
desde a origem.



a) Determina a posi¢ao da estagao (zg(t.), ye(ts)). (5 pts.)
b) Calcula a distancia da nave até esse ponto. (5 pts.)

c¢) Determina a rapidez necessaria da nave vy, = d/t, e o angulo 6 da sua trajectoria
com o eixo x. (5 pts.)

d) Se a nave tiver um limite de rapidez vpm.x = 7,0km/s, calcula se o encontro é

possivel. (5 pts.)

Resposta:

a)
rp(ts) = 1.000km + (2,0 km/s)(600s) = 2.200 km.

ye(ty) = mxg + b= 0,50(2.200 km) + 2.000 km = 3.100 km.

b)

d = /(2.200km)2 + (3.100km)? ~ 3,80 x 10° km.

3100

3,80 x 10% km
= ————— =~ 6,34km/s, 0 = arctan| —— | ~ 54,6°.
6,34 km/s, arc an<2200> 54,6

Unec =
600 s

d) 6,34km/s < 7,0km/s, logo o encontro é possivel.
. Tempo para intersectar a 6rbita de Plutao (modelo MRU radial). (20 pts.)

Introducao

Neste modelo trataremos o trajecto exterior como movimento rectilineo uniforme
(MRU) ao longo de uma linha (radial, para fora do Sol).

Em MRU, a distancia percorrida é:

Aqui, a distancia é radial: a nave comega a uma distancia ry do Sol e quer atingir
uma distancia Rp. Assim, a distancia radial a percorrer é:

Ar = Rp — 1.

Conversoes de unidade:
1 UA = 1,496 x 108km, 1 ano = 365,25 dias.

Ao obteres t em segundos, podes converter para anos dividindo por 3600 x 24 x 365,25.

Apos o encontro do Problema 3, considera um referencial heliocéntrico (Sol na origem).
No instante inicial do trajecto exterior, a nave esta a

To = 1,0UA
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e segue radialmente para fora (linha recta), com rapidez constante
v=15km/s.

A ¢6rbita de Plutao é aproximada por um circulo de raio Rp = 39,5 UA.
a) Calcula a distancia radial a percorrer, Ar = Rp — rg, em UA e em km. (10 pts.)

b) Calcula o tempo tp = Ar/v em segundos e em anos. (10 pts.)

Resposta:

a)

Ar =395UA—-1,0UA = 38,5UA = Ar = 38,5 UAx1,496x10° km/UA = 5,759.6x 10” km.
b)

5,759.6 x 10 km
15km/s

tp = = 3,84 x 10°s ~ 12,2 anos.

. Trajectoria linear pos-Plutao para intersectar Arrokoth (Pitagoras em UA).
(20 pts.)

Introducao

Em coordenadas cartesianas, um ponto tem forma P = (xp,yp) e outro ponto
A= (xa,y4). O vector deslocamento de P para A é:

AT = (.TA —CL’p)’z—i— (yA —yp)j.

A distancia entre dois pontos obtém-se pelo teorema de Pitagoras:

d=+/(za—xp)*+ (ya — yr)*
(Se as coordenadas estiverem em UA, d sai em UA.)

Para converter a distancia para km:

d(km) = d(UA) x 1,496 x 10° km/UA.

Se a nave viajar em linha recta com rapidez constante v, (MRU), entao:

d
At =2

(%) )
O angulo ¢ da trajectéria com o eixo x é dado por:

_ Ay _ Ay
tanf = Ar = 0= arctan(A—x) ,

onde Ax =x4 —xpe Ay =ys— yp.



No instante em que a nave atinge a 6rbita de Plutao (fim do Problema 4), supoe que
ela estd no ponto
P =(39,5UA, 0UA).

Nesse mesmo instante, supoe-se (para simplificar) que Arrokoth esta no ponto fixo
A= (43,5UA, 3,0UA).
Apos Plutao, a nave segue em linha recta até A, com rapidez constante
vg = 20km/s.

a) Calcula o vector deslocamento A7 = 74 — 7p em UA. (5 pts.)

b) Calcula a distancia dpy entre P e A em UA (usa Pitagoras) e depois em km. (5
pts.)

c¢) Calcula o tempo de viagem Aty = dpa/vs em segundos e em anos. (5 pts.)

d) Determina o angulo 6 da trajectoria com o eixo z. (5 pts.)

Resposta:

a)
AF= (43,5 —39,5)i + (3,0 —0)j = 43+ 3j (UA).

b)

dpa = V42 +32UA =5 UA = dpy = 5UA x 1,496 x 10°km/UA = 7,48 x 10% km.

c)

748 % 10% km

Aty = —3.74 x 10"s ~ 1,19 anos.
A 20km/s [ X i 1 anos

d)
3 o
0 = arctan<4) ~ 36,9°.



