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Problema AE-A1 — Quantidade de movimento e conservacao

Enunciado. Numa pista horizontal sem atrito, um carrinho A de massa m; = 0,40 kg
move-se para a direita com v; = 5,0 m/s e colide frontalmente com um carrinho B de
massa my = 0,60 kg que se desloca para a esquerda com v, = —2,0 m/s. A colisao é
eldstica. Determina v e v}, apos a colisao e verifica a conservagao de P e de K.

Dados. m; = 0,40 kg; ms = 0,60 kg; v; = +5,0 m/s; v = —2,0 m/s. Colisao elastica
(conserva P e K).

Objetivo. Calcular v] e v}; verificar P e K.
Estratégia. Em 1D e colisao eléstica, aplicam-se directamente as férmulas fechadas:

mi; — My 2meo 2mq Mo — My

N e e w2
Resolugao.
vy = 0’401’% 5,0 + Zi’%’go - (=2,0) = =3,4 m/s,
o, = 2&’30 5.0+ %00040 (~2,0) = +3,6 m/s.

Verificacao de P:
Pintes = miv1 + movg = 0,40 - 5,0 + 0,60 - (—2,0) = 0,80 kg-m/s,

Paepois = m1v| + movy = 0,40 - (=3,4) 4+ 0,60 - 3,6 = 0,80 kg-m/s.
Verificacao de K:

Kanes = 50} + 5mavy = 5(0,40)(25,0) + 5(0,60)(4,0) = 6,20 J,
Kaepois = 3(0,40)(3,4%) + 1(0,60)(3,6%) = 6,20 J.

Resposta. v} = —3.4 m/s, v, = +3,6 m/s; conservam-se P = 0,80 kg-m/s e K = 6,20 J.



Problema AE-A2 — Teorema do impulso

Enunciado. Um corpo de massa m = 0,50 kg chega a uma almofada de impacto com
velocidade vy = —2,0 m/s (sinal negativo: para a esquerda). Durante At = 12 ms
actua uma forca externa com perfil triangular até um pico Fi.x = 800 N e volta a zero.
Determina o impulso j, a forca média e a velocidade de saida vy (assume direcgao fixa).

Dados. m = 0,50 kg; vg = —2,0 m/s; At = 0,012 s; F(t) triangular com altura 800 N.
Objetivo. Calcular J, Fi¢q € vy.

Estratégia. Para F(t) triangular: J = area = %FmaXAt. Depois usar J = Ap =
m(vy — vp).

Resolugao.
1 1
J = 5 FuuAt = 5 -800-0,012 = 4,8 Nos,
J 4.8
Flog = — = —°_ — 400 N
1T AL 0,012
J 4.8
m(vy —v) =J = Uf:vo—f—g :—2,0—|—m = +7,6 m/s.

Resposta. J = 4,8 N-s;  Fleq =400 Ny vy = +7,6 m/s.

Problema AE-A3 — Centro de massa (sistema discreto)

Enunciado. Trés particulas movem-se num plano. Massas: m; = 2,0 kg, mo = 1,0 kg,
ms = 1,5 kg. Posigoes (em m): 7 = (0,0), 7 = (3,0), 73 = (0,4). Velocidades (em m/s):
u1 = (1,0,0,0), v, = (0,0, 1,0), vi3 = (—1,0,0,5). (a) Determina 7y € Ve (b) Ocorre uma
explosao interna que altera apenas as velocidades de 1 e 3 por impulsos internos iguais e
opostos, de tal modo que Ap; = (40,9, —0,6) kg'm/s e Apz = —(+0,9, —0,6). Mostra que
VCM nao se altera.

Dados. Como acima.
Objetivo. Calcular oy, Vou e demonstrar invariancia de V.

Estratégia. Usar definigoes:

TCM:MZTMH, VCM:MZmiUia M:Zmi-
Impulsos internos somam zero = AP =0= VCM invariante.

Resolugao. Massa total: M =20+ 1,04+ 1,5 =4,5 kg.

3
om =752 1 1,5(0,4)) = (5,75 ) = 1 .
rem 475( 70<070> + 70<370> + 75<07 )) (4757 4’5) (0,667, ,333) m
- 1
Vem = —(2,0(1,0) +1,0(0,1) + 1,5(—1,0,5)) = (0,111, 0,389) m/s.

45

Apoés a explosao: Ap; = (+0,9,-0,6), logo Aty = Api/my = (40,45, —0,30) m/s;
ATy = —Ap) /mg = (—0,60,+0,40) m/s. Novas velocidades:

vy = (1,45,-0,30), @ =(0,1), ¥4 =(—1,60,0,90).

2



Novo VCM: )
Vi = R(2,0171 + 1,00+ 1,53%) = (0,111, 0,389) m/s.

Y

Como esperado, V{y; = Ve (impulsos internos nao alteram P).

Resposta. 7y = (0,667, 1,333) m; Veu = (0,111,0,389) m/s; Ve invariante apos a
explosao.

Centro de massa (CM) de formas arbitrarias

Notacao e conceitos

m massa |kg|; M massa total [kg|; p densidade de massa |kg/m?| (3D) ou por érea o
[kg/m?| (lamina 2D).

7= (x,y, z) posi¢do |m|; em lamina: (z,y); em volume: (z,y, z).
A area [m?]; V volume [m?].
Centro de massa (ou centroide se p uniforme): 7oy = i / rdm.

Para laminas de densidade superficial uniforme o: M = 0A e o CM coincide com o
centroide geométrico.

Formulas gerais (prontas a usar)

Lamina (2D) com densidade uniforme o

1
:l://:l;dA, //qu A//dA.
AJJa A

Se o(z,y) nao for constante:

1
Y= — A M= €T, A.
A[//J’O'L‘J T ]\J//ya(r/y)d , //O’(”Ei/)d

Volume (3D) com densidade uniforme p

e

Com p(z,y,z

s o o f

Decomposigao em partes (discreto ou continuo) Se a forma for unido de n pedagos
com areas A;, massas m; e centroides (T;, 7;):

n — n —

. Yo M T DM i

et n ) - n .
Do m; > L m,

Para densidade uniforme: m; oc A; (lamina) ou m; < V; (volume).

<Y
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Centroide de poligono plano simples (féormula “sapateiro”) Se o contorno é um
poligono P de vértices (z;,v;),i=1,..., N, com (xni1,Yn+1) = (1, 21):

N

1
A= B Z(il?il/z+1 - x,,;+1y,,¢).

i=1

N N
T = oA Z T; + 17+1)(T Yit1 — 11+1Jz Z Yi +Jz+1 TilYit1 —if'z'+1’£/z')~

(Vdlida para densidade uniforme e poligono simples; para vdrias componentes, usar média
ponderada pelas dreas.)

Como ensinar “qualquer” CM (ex.: mapa de Portugal)
Sequéncia didactica em quatro niveis (do concreto ao abstrato)

1) Método do recorte e equilibrio (laboratorial). Imprime o contorno numa cartolina
de gramagem uniforme, recorta e encontra o ponto de equilibrio com uma agulha: esse
ponto é o centroide (aproximagao fisica directa).

2) Método da grelha (contagem de células). Sobrepoe uma grelha quadrada (passo
h). Marca as células totalmente dentro e as parcialmente dentro com pesos (p.ex.,
meia-célula). O centroide aproxima-se por média ponderada dos centros de célula:

o > W; T B Z w; y;
dojwy Zj w;

onde w; é a frac¢ao de area da célula j no interior, z;,y; o centro da célula.

@

3) Método do poligono (féormula fechada). Digitaliza o contorno (apenas a linha
exterior) e obtém a lista ordenada de vértices (z;,y;) numa projecc¢ao planar. Aplica
as formulas do “sapateiro” para A, Z, y. Para varias componentes (Continente, Agores,

Madeira):
Zk Ak ’71\ _ Zk Ak gl\
Zk A ZL Ap

4) Método de Monte Carlo (estatistico). Langa N pontos aleatérios numa caixa que
contenha a forma; mantém os n pontos que caem dentro do contorno e calcula a média
das suas coordenadas:

T =

n

n
1 1
:1:%—5 Tp, y%—g Yp-
n v n !
p=1

p=1

O erro decresce como ~ 1/4/n; 6ptimo para turmas com varios grupos a somar amostras.

Notas essenciais para mapas

Projecgao. Coordenadas geograficas (lat/long) ndo sdo cartesianas. Projecta primeiro
para um sistema métrico adequado (p.ex., PT-TMO06/ETRS89) e s6 depois aplica as
formulas de poligono/érea.



Componentes miiltiplas. Portugal nao é conexo: Continente, Madeira, Agores. O
CM “de Portugal” (territério) ¢ a média ponderada pelas dreas (ou massas, se densidade
variar) dos trés conjuntos.

O que estas a medir? Centroide da superficie (lamina) difere de centro de massa
real se a densidade nao for uniforme (relevo, geologia). Para ensino secundéario, usa
densidade uniforme (centroide).

Exemplos de sala (curtos, com resultado final)

Ex.1 — Decomposicao em formas simples (rectangulo + triangulo). Se a figura
¢ um rectangulo de base b e altura h com um triangulo isésceles no topo (base b, altura

ht)i
Al = bh’ (jhlgl) = (ga %)7 AQ = %bhh (527‘@2) = <g;h+ %)

A1971+A292
A1+As

& AT 4+A2Ts b 7 —
L= A1+As R y=

Ex.2 — Poligono qualquer (féormula fechada). Para vértices (m) (0,0), (4,0), (5,2),
(2,3), (0,2):

A=2(0-0+4-245-342-240-0-(0-440-542-2+3-0+2-0)) =9 m>

F= 4 Y (@it i) @i —Tiay) = £ ((044)0+(4+5)-8+(542)-9+(2+0)-4+(040)-0) = LHZEEEH

7= g1 Wity (it i) = 57((0+0)-04(042) 8+ (243) 9+ (3+2) 4+ (2+0)-0) = R
(Z,y) = (2,78, 1,57) m.

Ex.3 — Monte Carlo (esbogo). Geram-se N = 10* pontos uniformes numa caixa

[Tmins Tmax] X [Ymin, Ymax]; testam-se “interior vs exterior” ao contorno (teste do ntumero de
cruzamentos). Com n = 3,1 x 10® pontos dentro, obtém-se, por exemplo,

T~ 2,80 m, g~ 1,55 m (incerteza estatistica ~ 0,02 m).

Para o caso “Portugal” — guia operacional

a) Escolhe uma projec¢ao métrica (p.ex., PT-TM06/ETRS89). Trabalhar em lat/long
nao é adequado.

b) Obtém o contorno poligonal do Continente e de cada arquipélago (um poligono por
ilha ou por conjunto).

c) Calcula (A, Tk, yx) de cada componente com a férmula do poligono.

d) Combina por média ponderada de areas:

2 AT > A
TPT = = 4 YpT = T~ -
zk‘ A/‘? Zk; Ak

e) Eztensdo (opcional): centro de massa “populacional” (troca-se area por populagao Py
ou por densidade o(z,y) se houver mapa raster).



Erros tipicos a evitar (para os alunos)

Ordenacao dos vértices do poligono: usar sentido consistente (horéario ou anti-horério)
e fechar o poligono (zx11,yn11) = (21, 41)-

Misturar graus com metros: projectar primeiro para coordenadas cartesianas.

Esquecer componentes miltiplas (ilhas) ou ponderagoes correctas.

Problema AE-A4/AE-A5 — Trabalho e energia mecanica

Enunciado. Um bloco de massa m = 1,20 kg desce, sem atrito, um plano inclinado desde
uma altura vertical h = 1,50 m e comprime uma mola de constante k£ = 800 N/m colocada
no fim do plano. (a) Determina a compressao maxima Zy.x. (b) Determina a rapidez v do
bloco imediatamente antes de tocar a mola.

Dados. m = 1,20 kg; h = 1,50 m; k& = 800 N/m; sem atrito; g = 9,81 m/s%

Objetivo. Calcular z,., e v.

2

max*

Estratégia. (a) Conservacao de energia mecanica: mgh = sk (b) Entre o topo e a

base (antes da mola): mgh = $muv?.

Resolugao. (a)

2mgh \/2 -1,20-9,81 - 1,50
max — = = 0,210 .
v \/ k 800 m

(b)

v=1/2gh = /2-9,81-1,50 = 5,425 m/s.

Resposta. 7., = 0,210 m; v = 5425 m/s (antes de tocar a mola).

Problema AE-A6 — Forgas dissipativas (atrito cinético)

Enunciado. Um bloco de massa m = 2,0 kg desliza numa superficie horizontal com atrito
cinético de coeficiente iy, = 0,25. A passagem pelo ponto z = 0 a sua rapidez é vy = 6,0
m/s. (a) Determina a aceleragao constante durante a travagem. (b) Determina o tempo
até parar. (c) Determina a distancia de paragem. (d) Determina a poténcia dissipada no
instante inicial.

Dados. m = 2,0 kg; up = 0,25; vg = 6,0 m/s; g = 9,81 m/s°.
Objetivo. Calcular a, t,a, s € P(t = 0).
Estratégia. Atrito cinético: f;; = —upNt, com N = mg em horizontal. Forca resultante

= aceleragéo constante a = —pig. Cinemética com a constante. Poténcia instantanea
P = |fslv = ppmgv.
Resolugao.
0= —ppg = —0,25-9,81 = —2.4525 m/s°.
Vo 6,0
tpar —= =
weg  0,25-981

= 2,446 s.



2 2
vy 6,0
= = = 7,339 m.
° 2ukg  2-0,25-9,81 ’

P(0) = uxmgvo = 0,25 -2,0- 9,81 - 6,0 = 29,43 W.

Resposta. a = —2,4525 m/s%;  t,,, = 2,446 s; s = 7,339 m; P(0) = 29,43 W.



